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RESUMO

O presente trabalho apresenta um método simples
para projeto de superficies estendidas - também co-
nhecidas como superficies aletadas. Este esquema é
baseado em solucdes analiticas para a equacgéo La-
place bidimensional com uma condicdo de contorno
de primeiro tipo, que é obtido por ajuste de curva.
Os dados experimentais consistem em medi¢des de
temperatura ao longo da superficie nua.
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ABSTRACT

This work presents a straightforward method to per-
form the design of extended surfaces. This scheme is
based on analytical solutions to the two dimensional
Laplace equation with a first kind boundary condi-
tion which is obtained by curve fitting. The experi-
mental data consists in temperature measurements
along the bared surface.

RESUMEN

Este articulo presenta un método simple para proyec-
to de superficies extendidas. Este esquema se basa en
soluciones analiticas para la ecuacién de Laplace bi-
dimensional con una condicién de contorno de primer
tipo, que se obtiene por ajuste de curvas. Los datos
experimentales consisten en mediciones de tempera-
tura a lo largo de la superficie desnuda.
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1INTRODUGAO

Em qualquer aparelho cujo funcionamento seja
prejudicado pelo superaquecimento, a inser¢do ou
soldagem de varias placas metdlicas visando a dissi-
pagdo do calor para o ar estagnado constitui uma solu-
cdo pratica de baixo custo, para evitar danos oriundos
do aumento excessivo de temperatura. O projeto de
superficies aletadas concebidas com o fim de dissipar
calor no ar atmosférico envolve uma série de célculos
que tem por objetivo estabelecer os valores locais da
temperatura em cada ponto dessas placas.

Esses valores locais sdo empregados para estimar
a quantidade de calor fornecido por uma fonte prima-
ria para a superficie aletada (como exemplo de fontes
primarias, temos CPU, motores de geladeiras ou mo-
tor de motocicleta).

Ocorre que o célculo da quantidade de calor trans-
ferida da fonte priméria para as aletas e das aletas par
ao ar - grandeza denominada carga térmica do sistema
- frequentemente se torna invidvel devido ao nimero
excessivo de parcelas que constitui a solugéo analitica
do problema. Isso ocorre porque essas soluc¢des analiti-
cas sdo expressas em séries de Fourier, que demandam
extremamente elevado niimero de componentes para
produzir um perfil suave de temperatura.

Embora exista uma outra abordagem para a solu-
cdo desse problema, baseada em métodos numéri-
cos - diferengas finitas, elementos finitos, elementos
de contorno etc. (GREENSPAN; CASULI, 1988; CAR-
NAHAM, 1990; MALISKA, 1995) -, essas formulagbes
demandam tempo de processamento relativamente
elevado, de modo que se faz necessario elaborar méto-
do eficiente para viabilizar o projeto de varias unidades
de dissipagdo de calor em curto espago de tempo.

Além disso, o dimensionamento de superficies es-
tendidas é usualmente efetuado a partir de solugdes
exatas para problemas unidimensionais em transfe-

réncia de calor. Essas solugbes levam em conside-
racdo apenas a propagagdo do calor no sentido lon-
gitudinal das aletas soldadas sobre superficies cuja
dissipacdo é ineficiente (HOLMAN, 2009). Entretanto,
os maiores gradientes de temperatura ocorrem no
sentido transversal, isto é, da interface de soldagem
para a borda principal da aleta.

No trabalho proposto, o dimensionamento de ale-
tas é efetuado a partir de solugdes exatas da equa-
¢do de Laplace no plano, que fornece solugdes bidi-
mensionais em regime estaciondario para o problema
de transferéncia de calor por condugdo (POLYANIN;
ZAITSEV, 2004). Esse método foi elaborado e otimiza-
do apds analisar ndo apenas estratégias para dimen-
sionamento de aletas, mas também trocadores du-
plo-tubo e casco-tubo (BARTLETT, 1996; RAFFERTY;
CULVER, 1998; INDUSTRIAL HEAT TRANSFER, 2011;
MUKHERJEE, 1998).

O presente trabalho estd estruturado da seguinte
forma: a se¢do dois apresenta o modelo matematico
utilizado; na secdo trés é empregada a equacdo de
Poison - valida quando ha fontes térmicas dentro do
dominio estudado. Resultados obtidos e conclusdo
sdo apresentados na se¢do quatro.

2 MODELO MATEMATICO UTILIZADO

Considere-se inicialmente a equagdo de Laplace
no plano, dada por

"2 "2
d{+d{=0

ay 0x Q)

Essa equagdo pode ser reescrita em termos de va-
ridveis complexas, mudanga esta feita pela introdu-
¢do da varidvel z e de seu conjugado z:
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Z=X+1y
E=X—Z:)/ (2)

Aplicando a regra da cadeia a fim de redefinir as de-
rivadas espaciais em funcdo das novas varidveis, resulta

"2 - - "2 a2 a2
%=?_g+d_§=2d_j:+%+%
ox Jz dz 0z0z 0z dz
(3)
"2 “ a2 a2 2
Vf i 05 o0 if 0
dax Jz dz 0zdz 0z Jz (

4)
o e ooz o o

ay dzdy 0dz dy Jdz 0z

sz_282f ;f s
o’ Tozoz 0z 920
Y 0z (6)

Substituindo as expressdes (4) e (6) na equacao de
Laplace, obtém-se

a2 42 -2
ol A AL I
0x ay 0z0z
(7)

ou

-2

Z0Z

(8)

A solugdo geral dessa equacdo é obtida de imedia-
to. Ao decompor (8) no sistema

v _

dzq

(9)

-0
(10)

Q-’Q;
NEIES)

De acordo com (10), g ndo depende do conjugado
de z, e portanto g=c(z), sendo ¢ uma funcao arbitréria
de seu argumento. Assim, a equacao (9) se reduz a

of c
——=c(2)
0z (11)

Naturalmente, a integracdo de (11) fornece uma
nova fungdo arbitrdria do mesmo argumento, de
modo que

f=[e(z)d=+ b(z) = a(z) +b(z)
.(12)

Nessa equacdo, b representa outra fungdo arbi-
tréria, que pertence ao espaco nulo do operador de-
rivada em relagdo a z. Retornando as varidveis inde-
pendentes originais, isto é, considerando a definigdo
das variaveis complexas em termos das coordenadas
cartesianas, obtém-se

f=a(x+iy)+b(x-iy)
(13)

Uma vez que no problema proposto existe apenas
uma condic¢do de contorno relevante a considerar, é
necessario especificar apenas uma das fung¢des arbi-
trérias que compdem a solucdo geral. Desse modo, a
solucgdo particular

Smalxr )

possui graus de liberdade suficientes para satisfa-
zer a equagdo alvo e a condigdo de contorno que es-
pecifica o perfil unidimensional de temperaturas na
base da aleta, isto &, T(x,0).
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E importante observar que a equacéo (14) infor-
ma apenas que qualquer fungdo do argumento x + iy
constitui uma solugdo exata da equagdo de Laplace
no plano. Assim, o processo de obtencédo da distribui-
cdo de temperaturas bidimensional em regime esta-
cionario pode ser reduzido a um roteiro composto de
cinco passos:

i - medir a temperatura em alguns pontos ao longo
dalinha sobre a qual se deseja soldar a aleta sobre
a superficie de interesse;

ii - construir uma tabela contendo as coordenadas
X e suas respectivas temperaturas medidas;

ili - ajustar uma fungdo a partir da tabela de pon-
tos, obtendo o perfil unidimensional de tempera-
turas f(x) na base da aleta;

iv - efetuar a mudanca de varidveis x — x + iy;
v - extrair a parte real da funcdo obtida.

A execugdo da Gltima etapa se faz necessaria por-
que a temperatura é uma varidvel real.

Em resumo, a distribuicdo de temperaturas que
constitui a solugdo exata para o problema de dimen-
sionamento de superficies aletadas é definida como

T= Re[f(x+ly)] , (15)

onde f representa a fungdo que descreve o perfil
de temperaturas na base da aleta, isto é, que satis-
faz a condigdo de contorno na interface y=0, dada por
T(x,0) = f(x).

3 MODELO ADICIONAL: A EQUAGAO DE POISON

A equacdo de Poisson consiste na versdo ndo-
-homogénea da equacdo de Laplace, sendo portanto
definida como

"2
’f

(16)

é vélida quando existem fontes térmicas no inte-
rior do dominio. Nesta equacdo, Q representa uma
fonte interna de energia. Uma vez mapeado o opera-
dor Laplaciano na forma complexa, é preciso reescre-
ver a funcdo fonte original Q(x,y) como um novo termo
ndo-homogéneo. Em outras palavras, é necessério ex-
pressar as coordenadas x e y em fungdo das variaveis
complexasze z.

Para que a mudanga de varidvel seja feita basta
isolar as varidveis do sistema (3), obtendo assim as
relagdes de x e y em fungdo de z e z . Desta forma,
podemos expressar x e y como

_z+z
)
_i(z-2)
2

.(17)

Agora, entdo, pode-se expressar a equagdo de
Poisson em termos das varidveis complexas da se-
guinte forma

a°f -
Vif=4—=q(zz
4 0z0z 9(2.2)

.(18)

A partir da equacdo (18), pode-se obter uma so-
lugdo imediata, simplesmente pela dupla integra-
¢do do termo fonte ¢g(z,z), somada ao espago nulo
do operador:

1 — — —
f =—([a(z,z)dzdz + f,(z) + £,(2)
) w9

onde os termos 112+ 1>(2) correspondem ao
espago nulo do operador Laplaciano, ja que
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V2 (ﬁ(g)+jf2(z))=4222—8‘2(f1(;)+f2(2))=0(20)

4 RESULTADOS OBTIDOS E CONCLUSAQ

Solugdo analitica obtida na Segdo 2 é utilizada a
seguir para resolver um problema de contorno relativo
a transferéncia de calor por condugdo em superficies
estendidas. A Tabela 1 mostra os valores das tempera-
turas ao longo de uma linha reta tragada sobre a super-
ficie de um duto cilindrico no interior do qual circula
um gas, cuja temperatura de entrada é de aproximada-
mente 100°C. A Tabela mostra valores de temperatura
tomados sobre a superficie externa da tubulagéo, para
uma temperatura ambiente em torno de 25°C.

Tabela 1 - Posi¢do x Temperatura na superficie externa do duto (oC)

x(em) 1(°C)
0 98.9
1 82.1
2 69.2
3 59.2
4 51.4
5 45.4

Fonte: Dados da pesquisa.

A Tabela 1 foi utilizada para obter uma fungdo de
ajuste que representa o perfil unidimensional de tem-
peratura ao longo da superficie externa. A funcao ob-
tida, dada por

f=252317+ 43028 - 0.2572x
(21)

Apresenta desvio quadratico médio inferior a 1%
em relagdo aos dados tabelados. Efetuando a substi-
tuicdo x x + iy sobre a funcao ajustada e extraindo a
parte real da funcdo resultante, encontra-se

f=252317 +¢* %77 ¢05(0.2572y)
(22)

Obtém-se, assim, a distribuicdo de temperaturas
bidimensional em regime estacionério, para qualquer
ponto de uma aleta cuja base esté sujeita a condigdo
de contorno definida como

_ 43028 - 0.2572x
T(x,0)=252317+e (23)

A Figura 1 mostra o mapa de temperaturas sobre
toda a extensdo da aleta, enquanto a Figura 2 apre-
senta a respectiva superficie T(x,y) em perspectiva.

Figura 1 - Distribui¢do de temperaturas obtida a partir da condigdo de

contorno definida pela equacéo (23)

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 2 - Distribuigdo de temperaturas em perspectiva

§ 5

Fonte: Dados da pesquisa.
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A partir da solugdo obtida, o dimensionamento da

superficie estendida é efetuado como segue.

| - Delimitagdo da area util da aleta para fins de
dissipagdo térmica. Consiste em tracar uma reta
vertical e uma horizontal que delimitem um re-
tangulo para o qual a diferenga entre qualquer
temperatura local e a temperatura ambiente seja
significativa. No trabalho proposto, o limite infe-
rior adotado para a essa diferenca entre tempe-
raturas é de aproximadamente 30°C, conforme
apresentado na Figura 3.

Figura 3 - Aleta delimitada segundo o critério definido no passo |

Fonte: Dados da pesquisa.

Il - Utilizando a quantidade de energia a ser reti-
rada para que o gas saia do duto a temperatura de-
sejada, obtém-se a area minima de troca térmica,
por meio da relagdo

me,(T,=T) = hf, [ (T'~T,,,)dxdy
.(22)

Nessa equacdo, a e b sdo as dimensdes da placa
e o coeficiente de pelicula corresponde ao do ar
estagnado. As propriedades fisicas e parame-
tros de entrada para o problema sdo apresenta-
dos na Tabela 2.

Tabela 2 - Dados de entrada do problema

H(w/
m(ka/s)| €, (WAkg'C) | T0) T, (0
0.001 1000 100 25 0.05

Fonte: Dados da pesquisa

IIl - Empregando o mesmo coeficiente de pelicula
utilizado na etapa anterior, conforme a Tabela 2, é
estimada a quantidade de energia térmica dissipa-
da pela aletaja limitada por meio do procedimento
descrito no passo I. A quantidade de calor dissipa-
da é obtida por meio de integracéo direta.

IV - Calculo do nimero minimo de aletas necessa-
rio para totalizar a area de dissipagdo exigida pelo
critério estabelecido no passo Il.

No caso especifico do problema apresentado, a
area total de troca em funcéo da temperatura de saida
desejada é apresentada na Tabela 3.

Tabela 3 - temperatura de saida do gas x area minima requerida para
dissipagdo térmica

T(°C) A(em?)
25 16.4
30 15.3
35 14.2
40 13.2
45 121
50 11.0
55 9.9

Fonte: Dados da pesquisa

Nesse ponto, o leitor familiarizado com projeto de
equipamentos poderia argumentar que a condigdo de
contorno na base da aleta muda a cada nova placa
soldada sobre a superficie. Assim, o processo de di-
mensionamento deveria, a principio, ser efetuado por
meio de um método iterativo.
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Entretanto, é importante observar que a condigdo
de contorno mais pessimista possivel é precisamen-
te aquela correspondente ao perfil de temperaturas
na superficie sem aletas. Em outras palavras, parece
razodvel supor que a superficie aletada resultaria su-
perdimensionada caso um processo iterativo ndo fos-
se empregado a partir do roteiro proposto. Entretanto,
ocorre que uma estratégia bastante eficiente para evi-
tar o superdimensionamento das aletas consiste justa-
mente em estabelecer limites de corte como o proposto
no Passo |. Esse critério de minima diferenca local entre
as temperaturas ambiente e da placa torna o processo
de dimensionamento bastante simples, uma vez que o
esforgo computacional requerido para a obtencdo dos
mapas de temperatura é extremamente reduzido.

O tempo de processamento requerido para a ob-
tencdo da solugdo e dos respectivos mapas de tem-
peraturas foi de aproximadamente 2 segundos, em
equipamento de baixo custo (AMD - Sempron 3100,
com 512Mb de RAM). O modelo de Ozisik (1993) tem
tempo de processamento de 20.000 segundos, no
mesmo equipamento - o qual emprega aproximada-
mente 1500 termos para cada somatério, o que onera
o processamento. Ademais, a solugdo proposta por
Ozisik (1993) produz pontos criticos - oscilagdes -
inexistentes no respectivo dado experimental.

Descrigdo sobre os métodos aplicados sobre as
operacdes matematicas empregadas podem ser obti-
das em Zabadal e outros (2012).
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